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Chapitre 1

Mardi 06 Février 2007

1.1

Exercice 1

Soit L =

v = {xvy}

— Ty = {f} - arité(f) = 1

r = {u, R} :
— arité(u) = 1
— arité(R) = 2

M est une L-structure telle que
-M=%R
M =101l C R
~ RM = {f(z,y) € R%z < y}
- Mixe—x241

1.

2.

Quelle est ’ensemble des termes de L7 Soit E I'ensemble des termes
de L. E = {z,y, (), f(y), F(f (@), f(f (), ...}

bis : Soit g : T, — R = M. s(x) = 1, s(y) = 2. Quelles sont les valeurs
des termes ?

- s(r) =
- s(y) =
- S(f(fc)) = fM(s(x)) = (s(@)? +1=12+1-1
~s(f(y) = Ms(y) = (s(y)* +1=22+1=5
- S(f(f(ﬂf))) SMM(s(2)) = ((s(x)* + 1) +1 =5
s(F(fW) = FMUM(s(y) = ((s(y)? +1)? +1 = 26

Quels sont dans le plan R? les ensembles R(x,y), u(x), u(f(x))

~ R(z,y) = {s € RT» = RI=¥} = R2|M, s E R(z,y)}. R(x,y) est une
formule atomique M,s E R(z,y) si et seulement si RM(z,7) est
vraie c’est-a-dire (s(z), s(y)) € RM clest-a-dire s(x) < s(y)

~u(@) = {s € RUWHM,s F u(2)} = {(s(2),5(y))ls(z) € M} =
{(s(2), 5(y)) € 20 < s(x) < 1}




S
u™MY = {(s(x), s(y))|(s(x))2+1 € [0,1]}. s(x)2+1 € [0,1] & s(x)>+
I=1&=0¢s(z) =

4. Fzu(f(x)) : Jau(f(z)) = {s € Rlzvd @ M, s F Ju(f(x)}M,s E
Jzu(f(x)) si et seulement si 38" € u(f(z))Vo € {z,y}v # & — s(v) =
s'(v). V(s(x),5(y)), 35" € u(f(2)) : 5'(y) = &' (y).

Attention & vérifier... Peut comporter des erreurs

1 suffit de prendre s'(x) = 03zu(f(z)) = B2 donc Jzu(f(x)) est vraie
pour M

Fin du td du mardi 06 Février 2007




Chapitre 2

Mardi 13 Février 2007

2.1 Exercice 1

Enoncé : ((PANQVRYAN(SAT)VU))V((PVQ)AR)).
Mettre en FNC.
cf TD-13-02-07-1.JPEG.

F devient alors (PAQ)VRYA((SAT)VU))V((PVQ) /\\R/))

—_——
a b c d

= (aAb)V (cAd)

= (aVe)A(aVd)AN(DVe)A(bVd)

S (PAQVR)V(PVQ)A((PAQVR)VR)A((SAT) VD)) v
(PVR)A(SAT)VU))V R)))

= (PVRVPVQ)A(QVRVPVQA(PVR)AQVR)A(SVUVPV
QATVUVPVQ)ASVUVRA(TVUVR)

= (PVRVG)A(PVRYA(QVR)A(SVUVPVQ)A(TVUVPVQ)A
(SVUVR)A(TVUVR)

= {{P. R, Q}{P. R} {Q, R} {S, U, P, Q} AT, U, P,Q}, {S, U, R} {T, U, R} }

2.2 Exercice 2

Soit L :
— f: symbole de fonction d’arité 1
— g : symbole de fonction d’arité 2
— = : égalité
Sur ce langage, on considére les formules suivantes :

~ Fy =323y f(9(x,y) = f(z)

- F =VaVyf(g(z,y)) = f(x)
- F3 =3V f(g(x,y)) = f(x)
- Fy=VzIyf(g(z,y)) = f(z)
- F5 = 32Vyf(g(x,y)) = f(x)
- Fs =Vydzf(g(x,y)) = f(z)



Mi: M =N*
- g:(mn)—m+n
- f:mw— 103
Mo : M =N
—g:(mn)—m+n
— f:m+— m(mod4)
Mg : M =N*
—g:(mn)—m-+n
— f:m+—1sim = 1 sinon le plus petit diviseur # 1
F2 — F1
Fy — F3
F2 — F4
F2 — F5
F2 — F6
Dans My on a F5 vrai.
M E Fs.
exemple : x =1, y = 1.
gxy) = 2.
f(g(xy)) — 2.
f(x) = 1.
ME F5:Onprend y =4, v+ 4 = x[4].
M = F4 car Fg — F4.
M E F5. Fin du td du mardi 13 Février 2007




Chapitre 3

Mardi 20 Février 2007

3.1 exercice 1

Mettre sous formes prénexes :
1. VaVyVz((3t(T(t,2) AR(t,y)) ANI(R(t,y) ANR(t, 2))) = (FtVu(R(u,t) —
R(u,x) ANr(u,z))))

Autre exemple avant de traiter celui-ci :
F=vavy((R(z,y) A ~(z =y)) = J2(y = g(z, h(z,2))))
& F' =Vavy((~(R(z,y) V ~(z =y)) v Iz(y = g(z,h(z,2)))))

P Q
& ' =Vavy3((~ Rz,y)Ve=y )V (y=g( h(z2))))

zn'estpasunevariablede P

Revenons & notre exemple!!!!

VaVyVz[-(Ft(R(t, ) AR(t, y)ATt(R(t, y)AR(t, 2))))V(ItVu[~(R(u, t))V
(R(u, ) A R(u, 2))])]

On effectue un changement de variable en remplacant t par v

< VaVyVz[(Vt-R(t, x)V-R(t, y)VVo-R(v, y)V-R(v, 2))VItVu[-R(u, t)V
(R(u,z) A R(u, 2))]]

On effectue un changement de variable en remplacant t par w
VmVszVtVU(—'R(t x)V -R(t,y) V-R(v,y) V-R(v,2).....)

2. (VzF(z)) = G(y)
& 2(VaF(z)) vV G(y)
& (JzF(2)) v G(y)
& Ja(F(z) VvV G(y))
& Ja(F(z) = G(y)

3. (FzF(x)) = G(y)
& ~[(FzF(2)) v G(y)]
< (Va—=F(x)) VvV G(y)

)



3.2 Exercice 2

Mettre sous forme prénexe, skolémiser, puis en ensemble de clause :
(Fx(=F(x) VG(x))) A (IF(z) ANVz—-G(x))

— Mise sous forme prénexe :
- & (Fe(=F(2) vV (G(2))) A CF (z) ANVy—=G(y)))
- (BEF() v GE(r) A Cavy(F(z) NGy )))))

- & BEF() v G(@) ABuvy(Fv) AG(y)))
— & 3a3Vy[(~F(2) v G(2)) A F(v) A=~G(y)]

— Skolémisation :
- & Vz[(=F(a) VG(a)) A F(b) A -G(y)]
— Ensemble de clauses :
- < {{~F(a),G(a)},{F()}{~Gy)}}
— Suite de la skolémisation :
- & VaeIyVzIuR(f(z,v), 9(t, h(z,u)))
— On pose y = l(z), u = m(z, z,t)
— & VaVVtR(f(z,l(x)), g(t, h(z,m(x, 2,1))))
Fin du td du mardi 20 Février 2007




Chapitre 4

Mardi 06 Mars 2007

4.1 Exercice 1

Pour chacun des ensembles suivants, déterminer §’il est unifiable, et si
oui, donner un unificateur principal :

LW ={Q(f(a)),g9(a), R(y,y)}
2. W={Q(a),Q(b)}
3. W={Q(a,2),Q(a,a)}
4. W ={Q(f(a),g(a)), Qy,y)}
5. W ={Q(a,z, f(x)),Qa,y,y)}
6. W={Q(z,y,2),Q(u, h(v,v),u)}
1 : Arbre de dérivation :
2 q 4
| | 7oy
|

a Y Y

Ensemble de désaccord : {Q(f(a)),g(a), R(y,y)}.
Il n’est pas unifiable car pas de substitutions possibles.



2 : Arbre de dérivation :

Ensemble de désaccord : {a, b}.
Il n’est pas unifiable car on ne peut pas remplacer un terme par un autre.
3 : Arbre de dérivation :

o i

F 0 R

a H a a

Ensemble de désaccord : {z,a}

k=0

Woy=W

op =€

V9 = X,lg = a.

Cette paire convient car vg = x n’apparait pas dans ty = a.

o1 = {z|a}e = {z|a}

wy = o1wg = {z|atwy = {Q(a,a)}.

w; est un singleton donc ’ensemble est unifiable et donc l'unificateur prin-
cipal est 01 = {z]a}.



4 : Arbre de dérivation :

@] @]
gy @Y

Ensemble de désaccord : Dy = {f(a),y}.

Le couple (vo,t9) = (y, f(a)) convient car la variable y ne figure pas dans
f(a).

o1 = {ylf(a)je = {ylf(a)}.

Wi =ow= {Q(f(a)ag(a))a Q(f(a)a f(a))}

W1y est-il un singleton ? Non, on continue...
k=1.

Dy = {g(a), f(a)}.

Pas de paire qui convient donc I’ensemble W n’est pas unifiable.

10



5 : Arbre de dérivation :

Q Q
a’ﬁ®\'|“ SO
k4
k=0
DO :{xay}

o1 = {zlyte = {z[y}

A noter que ’on peut également avoir :
Dy = {yv .ZL'}

o1 = {ylz}e = {yl}

Revenons a notre premiére version!!!!

w; = o01w = {Q(a’7 Y, f(y))a Q(CL, Y, y)}

k=1

cf TD-06-03-07-7

y apparait dans f(y) dans W n’est pas unifiable.
6 : Arbre de dérivation :

(] (]
s W

k=0

Dy = {x,u}// Sachez que 'on peut aussi avoir Dy = {u,z}
Vg =T, g =Uu

o1 = {zlute = {x|u}

wyp = 01w = {Q(Uv Y, Z)v Q(ua h(vv U)v u)}

11



Ce n’est pas un singleton donc on continue...

k=1

Dl = {yv h(”? U)}

vy =y, t1 = h(v,v)

o2 = {y|h(v,v)}o1 = {y|h(v,v), z|u}

W2 = 02Wp = {y\h(v, U)}wl = {Q(U, h(”? U)? Z)? Q(“? h(”? U)? u)}
Ce n’est pas un singleton donc on continue...

k=2

cf TD-06-03-07-10

V2 = 2,tg = U

03 = {Z‘U}O-Q = {Z|’LL, y|h(’l), U), :L"U}

w» >= 0o3wg = {Z’U}’wg - {Q(U, h(vv v),u)}

C’est un ingleton donc W est unifiable et un unificateur principal est o3 =
{z|u, y|h(v,v), 2[u}

Fin du td du mardi 06 mars 2007
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Chapitre 5

Mardi 13 Mars 2007

5.1 Exercice 1

S={PVQ;~QVR,~PVQ,~R}

1. S est-il constitué de clauses de Horn ?
2. Peut-il étre contradictoire ?
3. Dériver [J de S par résolution.

A : S n’est pas constitué que de clauses car PV @ est lui constitué de deux
littéraux positifs.

2 : S peut étre contradictoire car {—Q V R,—P V R} est non contradictoire
et {-QV R,—PV Q,-R} peut 'étre.

3 : Arbre de résolution :

13



5.2 Exercice 2

Trouver une résolvante E pour la paire de clause {C, D} avec
1. C={~P(z),Q(x,b)} et D ={P(a),Q(a,b)}
2. C={-P(2),Qz,z)} et D ={-Q(a, f(a))}
3. C ={-P(v,z,v),P(w,z,w)} et D ={P(w,h(zx,z),w)}
1:Ci={-P(zx)} cCet Dy={P(a)} CD
On veut unifier C; U Dy = {=P(x),~P(a)} =W
k=0
’wo_: w
Dy = {z,a}
(UO’ tO) = (l‘, a)
o1 = {z|a}e = {z]a}
wy = orwy = {~P(a)}
E =o0((C|Cy)U(D|Dy)) = 0{Q(z,b),Q(a,b)} = {Q(a,b)} 2 : (On cherche
I’ensemble des résolvantes)
C1={Q(=z,z)} c Cet D1 ={~Q(a, f(a))} C D
CiU~-D; = {Q(CC,CC),Q(CL, f(a))} =W

Arbre de dérivation :

& o

k=0

o=¢€

woy = w

Dy ={z,a}

(vo, o) = (z,a)

o1 = {z|a}e = {z]a}

w1y = 01w = {Q(a7 a)> Q(a¢ f(a))}

k=1

Dy ={a, f(a)} pas de paire.

w n’est pas unificateur principal = il n’y a pas de résolvante. 3 : C7 =

14



{_‘P(’U,Z,U)} cC, D' = {way}D = {P(y,h(m,x),y)} et Dy = {P(y,h(m,x),y)} -
D
Cl U _‘Dl = {_‘P(UvZav)vﬁp(yvh(IE?x)ay)}

=] 1
| |
SN
Zoow h y
®/N h
® X
o1 = {vly}
w1 = {_'p(yvzyy)7_'P(yv h(.’E,JJ),y)}
—I |

o9 = {z|h(z,z)}

wy = {=P(y,h(z,z),y)} est un singleton = unificateur principal : o9 =
{vly, z|h(z, )}

E = 03((C|C1) U (D'|D)) = oa{ P(w, z,w)} = {P(w, h(z,z),w)}

5.3 Exercice 3
Fy :Vz(C(x) — (W(z) A R(z)))

Fy : 32(C(x) AN Q(x))
G : 3x(Q(x) N R(x))

15



Montrer par programmation (résolution) que (Fy A F3) — G. Méthode :
— Mettre F1, Iy et =G sous forme clausales
— Ramener l'implication cherchée & la contradiction d’un ensemble de
clauses
— Prouver cette contradiction par résolution (trouver un arbre de réfu-
tation)
1: Ok pour F; et G.
En effet : Fy = {{C(a)},{Q(a)}} et
G = Va(~Q() V ~R(2)) = {{~Q(x), ~R(x)}}.
Fy =Vz(C(z) — (W(x) A R(x)))
=Va(-C(z) VW (x)) A (=C(z) V R(x))
= {{~C(z), W(z)},{-C(z), R(x)}}
2:FiNFy - G&-FiV-IhVvVGEG
& —|(F1 A Fy A —|G)
1 AN Fy — G équivaut a la contradiction de

{~C(), W(z)}, {=C(x), R(x)},{C(a)}, {Q(a) }, {~Q(x), ~R(x)}}
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