Mise sous forme clausale d’'une forme booléenne :

Soit F une formule propositionnelle a n variables v,,...,v,. Sa table de vérite :
valeurs.

. n N n .
v, (F)i=1.. 2" Oules v, sontles 2" valuations sur v,,...,v,.

Soit 10 {1,.., 2" } 'ensemble des i tel que v, (F) =0.

Soit G une formule que I'on veut équivalente a F.
FOG) ® TivG) =y, (F)e[Ovr (G)=1e0illvzvy]

S Ovv@=1e[aiul,Cjv (V))zv, (Vi)
& Ovv(G) =1e0i CjvVi)=-av, (V))
Pour i donné, la condition Cj v (Vj)==v, (V;) peut s'écrire

n

W/

F1 v (Vi)==v, (V)) cest-a-dire \X/Wj ou
Wi =siv, (Vj)=1alors = Vj

Sinon Vj .

Exemple : F=(alb) 2>c

albj|c alLb|(alLb)—>c

v, [0/00] |0 1

v, (0|01} |0 1
0(1|0]| |O 1
0O[1|1] |0 1
1/10/0| |O 1
LILELEL

V7

vg (1111} |1 1

| = {7}

G=wLw,Lw,
G=-alL-blLc

Exemple : c 2 (alLb)



albjc alLb |c—>(alLb)

, 10(0|0 0 1

, |[B|EE] |§ 0

vy |0]110 0 1

v, B|HE 0

ve |1]010 0 1

ve (H|B|H] B 0

v, |1]110 1 1

vg |1]1]1 1 1
| ={2, 4,6}

G=(aLbL-c)L(aL-bL-c)L( nalLbL-c)

Résolution :
Notation :
Onnote | lelittéral valant = Isil=vet! =-v
Sil=vetl =v
n
W
On note ¢ ={ lpoely }la clause ¢ =i=1 -
p
/X\

Onnote C1:---:Cy laformule =1 € .
on note L a clause vide (de valeur J_)

Regle de résolution :

Définition : Résolvante de deux clauses : Soient €1:¢2:C3 des clauses. On dit que
C3 est une résolvante de ¢ et C2 si [ un littéral u tel que :

1. ulG

2. ud G

3. C3 =(C \{uh)e(C\{u})

Exemple: ¢ ={-a, = b, c,d}

€2 ={a}
u=-a

(% \{-a}) U (%2\a}) ={-b, c, d}

Exemple :

¢ ={p,q}, ©2 ={-p, - q}
u=p:c;={q, ~q}



u=q:c; ={p, ~p}
Exemple: ¢1 =p, &2 = -p, c, =[]

Exemple: ¢ ={p,q,r}, 2 ={-r, s}
u=r, c; ={p, q, s}

Définition (preuve par résolution) : Soit C un ensemble de clause. Une preuve de
résolution a partir de C est une suite c,,...,c, / quelque soiti, ¢ [0 Cou L jk<i/ c
soit résolvante de c; et c,. ¢, est appelé conclusion ou but de la preuve.

Sic, :D, la preuve est appelée réfutation de C.

Théoreme 1 : Validité de la résolution :
Tout élément d'une preuve a partir de C est une conséquence de C.
Démonstration : Soit c1,..., ¢, une preuve a partir de C. On veut montrer par

récurrence que toute valuation v qui satisfait C satisfait aussi c, :
- Sic,UCalorsv(c,)=1

- sinon [ i,j < c, résolvante de c; et c;
Par hypothese de récurrence v (c )=1 et v (c;)=1

Soit u le littéral qui a permis la résolution
- siv(u)=0,comme v(c)=1,alors v(c \{u})=1donc v(c,)=1

- siv(u=1, v(ﬁ) =0 comme v (c,)=1 alors v(cj\{ﬁ})=1 donc v (c,)=1.

Conséquence : Si un ensemble de clause admet une réfutation, alors il est
contradictoire.

Démonstration : ] n'est jamais vraie, donc ne peut étre conséquence d'aucun
ensemble de clause satisfaisable.

Arbre de résolution :

Définition : On appelle arbre de résolution (ADR) a partir d'un ensemble C de clause,
un arbre binaire étiqueté tel que :

- les feuilles sont étiquetées par des éléments de C

- l'étiquette de tout noeud interne est une résolvante des étiquettes de ses fils.

Construction d'un ADR a partir d'une preuve par dérivation (PPD) :
- On prend la conclusion c, de la PPD pour la racine de 'ADR.

- Sic, U Conarréte, sinon [ ij<n/ c, soit résolvante de ¢, et c;. On greffe sur
c, le sous arbre gauche complété de I'ADR de c, et le sous arbre droit complété
de 'ADR c; .

Exemple :



s
\" @/Q

Cet ADR montre que ¢ = {{- s},{- p,s}{p, - q,s}.{p.q, - r},{p,r,s}} est contradictoire.

Théoreme 2 : complétude de la résolution :
Soit C un ensemble de clauses qui est contradictoire, alors il existe un ADR qui
réfute C.

Lemme : soit C un ensemble de clause et u un littéral. On note C(u) I'ensemble des
clauses : C(u) ={c{u}:c UL Cetu OO C}



Exemple : C = {{a,b,c}{a,b},{b,c,d},{c,d}}

C(a) = {{b}{b.c. d}{c.d}
C(a) = {{b,c}{b.c, d}{c.a)

Suite du lemme : Si C est contradictoire, alors C(u) est contradictoire.

Démonstration du lemme : On va montrer que si C(u) est satisfaisable, alors C est C
est satisfaisable.

Soit » satisfaisants tous les éléments de C(u). La variable du littéral u n‘apparait pas
dans les éléments de C(u). Donc on peut supposer que ¢ (u)=1 sans changer la
satisfaction de C(u).

Donc les éléments de C qui contiennent u sont satisfaits.

Les autres éléments de C (ne contenant pas u) sont

- oudans C(u) : déja satisfaits

- oudelaformec U {u}avec c U C(u).

Dans ce cas :

- sic= ] alors C(u) est contradictoire :(car tout ensemble contenant ] est
contradictoire) : impossible par hypothése

- sinon comme « (c)=1, « (c LI{u})=1

Démonstration du théoréme 2 :

Si C est contradictoire, il existe un sous-ensemble fini de ¢ noté ¢’ qui est
contradictoire (théoréme de compacité).

On résonne par récurrence sur n = nombre de variables apparaissant dans c'.

- n=0: c'réduit a la clause vide => 'ADR est réduit a la racine.
- n>0: soit u un littéral apparaissant dans un des éléments de c¢'. Chacun des

C'(u) et C'(u) est lui aussi contradictoire (lemme) et ne comporte pas plus de n-1
variables.
Hypothése de récurrence :
Soit T, un ADR réfutant C'(u)
T1 un ADR réfutant C'(u).
On modifie T, en T,

- on ajoute U aux étiquettes de T, qui n'appartient pas a C' : donc les feuilles de T,
contiennent des éléments de C.

- on ajoute ua I'étiquette d'un noeud interne si on a ajouté ua I'étiquette d'au
moins un de ses fils : T, est ainsi un ADR (car les résolutions dans T, n'étaient

jamais fonction sur u ni u).

- T, estun ADR pour C'

_ Saracine est étiqueté par [ ou u:
- sild: T, est un arbre de réfutation pour C'
- si u: on modifie T en T'1 en remplagant I'adjonction de u par I'adjonction de

u. On obtient un ADR pour C dont la racine est ] ouu:
- Si C1: 11 est un arbre de réfutation pour C



- siu:onrésout {G} et {u} en [ et on construit un arbre de réfutation pour
C.

[



