AXIOMATIQUE DES CALCULS DES PREPOSITIONS

Probleme Trouver un schéma pour I'ensemble des taut@dagiesein de I'ensemble S des formules
propositionnelles :
1. ensemble de basen des axiomes (sous ensemble de S)
2. ensemble fini de régles d'inférences : il existe dations d'arités diverses
permettant de dire si une formule F est une coresémpud'arité de n-1 autres
formules i a R,.1.

La relation est notélf

Onah, ..Fi FFn
Définition
On dit qu'on a définit une théorie formelle qui asiomatique s'il existe une procédure effective
pour décider si une formule de S est un axiomeoou n
On dit qu'une théorie formelle est décidable it une procédure effective pour décider si une
formule est un théoreme c'est-a-dire est dérivalgartie des axiomes.
Définition
Une preuve dans le systéme axiomatique S est utecfisie A;... A, de formules tel que pour tout
i Ai est un axiome de S ou une conséquence dicesey.. Ang
Définition
Un théoreme de S est une formule de S tel quasteexrne preuve dont le dernier élément soit F.
Définition
Une formule de S est une conséquence de S d'umblesde formuld ' s'il existe une suite A A,

de formules avec £= n tel quell i :
Ai est un axiome ou

A 0Mou
Ai est une conséquence directe de certainsAi;

Une telle suite s'appelle preuve de F a partrlde
Les éléments d ' sont appelés hypothéses . On T Foul'F B

Si F est un théoréme c'est-a-dire= « ensemble vide » on n(l‘,aF.

Proposition

1sil'0 A etsil' FF alorsa F F : monotonicité

2['FF si et seulement si il existe un sous ensembieﬁfider| tel queA =
3.SiA I'F etsidG U A, M |'G alors|_I = F

Un systeme particulier (L)



Formule E: ensemble des formules engendrés par une GNC

T= {~|, >,|(,),V,'}
I—
P ={ S2 V|(~9)| (5>S),
V> VvM,
M>¢|'M}

Axiomes :ensemble infini défini par 3 schémas d'axiomesir Routes formules
A, B C, on a les axiomes :

1. Al:(A>(B>A)

2. A2:((W>B>C)>(A>B)>(A>0Q)

3. A3:((~-B>A)>((~-B>A)>B))

Regles d'inférence
Modus ponens
Pour toute formule A et B, B est une conséqueneei de A et A > B.
1. Le systeme est axiomatique.
2. On peut introduire les autres connecteurs pardiggiiés syntaxiques :
* (A AB)dénote ~ (A>~B)
* (AvB)dénote (~A)>B
* (A =B)denote (A>B)L (B>A))

Lemme Pour toute formule ;|' A>A

Démonstration

On va construire la preuve de A> A dans L.

1) (A>5((A>A)>A)>((A>(A>A)>A>A)avec A2avec A=A, B=(A>A),C=A
2)(A>((A>A)>A)avec A=AetB=(A>A)

3) ((A>(A>A)) > (A>A)) avec modus ponens'aide de (1) et (2).

(4) (A>(A>A)) alaide de Al avec A=A et BA

(5) (A > A), MP sur (3) et (4).

Théoréme de la déduction

Si r'est un ensemble de formules, A et B des formuleisr'gtA |‘ B
alorsr'l' A>B
En particulier, si ~F B alorsk A > B.

Démonstration
Soit B, ... B, une preuve de B a partir Fa{A}, donc avec B,=B. On va construire une récurrence

suritelquel il<i< nrka>B:

Pouri=1: B, est: a) danl’
b) un axiome
c)B =A



* Sia)oub), Al donneg, > (A >B,)) puisque a) ou b) p,lal'
B,, et par MPT’ Fas B,.

e Sic), lelemme donne A > A est équivaler|,‘, aA>B

doncr - A > B, (monotonie).

Pouri>1:On supposE Fas B, pourtoutk <i.B, est:

a) un axiome

b) dansI’

c)égalal

d) une conséquence directe du MP gdetl, avec j,n <i

o®a), b)etc): T Fas Bj (comme pour i = 1)

o©d) Par récurrencé Fas (B; > Bi); en appliquant A2 on a :
(A>(B>Bi)>((A>B)>(A>B)
Deux fois MP THAF B

Conséquences
Corollaires

1A>B,B>Calort A>C
2A>B>CFA>C

Démonstration de.1

a. A > B(hypothése)

b. B > C(hypothése)

c. A hypothése démontrer a partrde A>B,B>C .....
d. Ba. et b. par MP

e. Ch. et d. par MP

Théoreme de la déduction : A > B, B >|‘% >C

Lemme

Pour toutes formules A et B, les formules suivasta# des théories
a) ~~B > B.

b)B>~~B

c) ~A> (A >B)

d) (~-B>~A)>(A>B)

e) (A ~B) > (~B > ~A)

fyA>(-B > (~A > B))

g) (A>B)>((~ (A>B)>B)

Théoréme de la validité
Tout théoreme de L est une tautologie.

Théoréme de complétude
Toute formule de L est une tautologie ayant unrrde de L

Démonstration du théoréme de validité




1.0n montre que chacun des axiomes est une taigolog
2.Si MP est appligué a deux tautologies, le résalkune tautologie.

1.A1 (A > (B> A)) est une tautologie

A

B

B>A

(A>(B>A))

[l Il (] ()

[l el le)

Plelole

[ERy Ry ERY Y

2.Supposons F et (F > G) sont des tautologies.gbhmontrer que G est une tautologie.
Si G vaut 0 pour une valuation
v (F) = 1 car F est une tautologie

E(F > G) = 0 : contredit I'nypothése que F > G et tautologie. Donc G est une tautologie.



