Substitutions

Définition : G, FLI §. On note F [p :=G] la formule obtenue en rempla¢antes les
occurrences de p par G.
N.B : ici pas de probleme de validité car pas disdin par quantificateurs.

Ex: (vl =>(v2 =>))[vl:=(v2L (=Vvl1l))] = ((v2 L (- v1)=>(v2=>(v2L (=~ V1))

Prop : Soit F, G deux formules. Pour toutes vatunetn, on av (barre) = (F [p :=G])=
v'(barre) (F) oin’ est la valuation défini par
v'(P) =v (barref G)
Ov # p,v'V)=v(V)
Conséquence : soientF, G, F', G, pLl 9.
- Si F est une tautologie, alors F [p :=G] est ungaiagie.
- SiF et F’ sont équivalentes, alors F [p :=G] efg=G] le sont également.
- Si G et G’ sont équivalentes, alors F [p :=G] ¢p F=G’] le sont également.

Application : Déduction d’identités a partir d’égalences.
Ex: (F=>G) = ((F)LG)
(F&G) = (F=>G)_ (G=>F))

ldentités classiques
Commutativité :
(FLG) = (GLF)
(FCG) = (GLF)
Associativité :
(FC (GCH)) = (FCG) CH)
(FL (GLH)) = (FLG) LH)

Idempotence:
(FLF)=F
(FCF) =F

Négation :

(= (FLG) =((-F) L (=0))

(= (FLG) =((-F) L (=G))
Distributivité :

(FL (GLH)) = ((FLG) L (FLH))

(FC (GCH)) = (FCG) C (FCH))
Absorption :

(FC (FCG) = F

(FL (FLG) = F

Ces identités permettent ; une formule étant dgrae&ouver une équivalente ne comportant

pas d’autre connecteur guel,[ et méme en FNC (ou en FND).

Forme Normale Conjonctive : formule propositionealk le forme (FLF2L ... LFn) ou
chaque Fi est une disjonction de la forme (G1 [ Gpi) avec Gj de la forme P ou P.
Ex:((-alLb) L (cCd))

Forme Normale Disjonctive : disjonction de conjamiatde littéraux (littéral : variables ou

négation de variables).



Tables de vérités : cf. TD.

Tableaux sémantiques :
= Méthode pour explorer la validité d’une formule positionnelle.
Principe :

Régles : a chaque étape de la croissance ded;abrdétermine les possibilités de
croissance a partir d’'une feuille en inspectanfdesiules étiquettes des noeuds situées entre
la racine et cette feuille.

Les formules de type permettent de prolonger un nceud d’étiquefteou o2 au choix sans
bifurcation.

Les formules de typg introduisent une bifurcation vers deux fils d éggtijep1 etp2ajoutés
simultanément.

Types de formules :
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Reégle de fermeture : Une branche est dite fermgejdelle contient a la fois une formule et
sa négation.

Régle de complétion : Une branche est dite comptiéte que pour toute formulequ’elle
contient, elle contient aussil eta 2, et pour toute formulg qu’elle contient elle contient
aussil oup2. Un arbre est complet si toutes ses branchedfesonées ou complétes.

Théoreme :
1. Siune branche d’un tableau sémantique est comgliéten fermées, les formules
gu’elle contient sont simultanément satisfaisables
2. SiF est une tautologie, alors tout tableau congietloppé a partir de la formuteF
est sans branche fermée.
3. Siun tableau développé a partir de la fornlle est complet et sans branche fermée,
alors F est une tautologie.



Ex:F ((PLQ) LQ) => (PL (- Q)) est-elle une tautologie ?
Examinons- F :

- (PLQ) LQ)=>(PL (= Q))

I = (X=>Y)
(PCQ) CLQ X
|
- (PL (=Q)) =Y
| == (XLY)
P - X
|
|
Q => branche fermée
[\
PLQ Q
[l branche compléte
P

Branche fermée
Le petit 3 => F n’est pas une tautologie car isexiune branche fermée.

Théoréme (Compacité)

Définition : Un ensembl& de formule est satisfaisable si il existe une atdunv tel quell F

LI £ v barre (F) =1.

Enoncé : Un ensembkede formule est satisfaisable si et seulementusigous- ensemble de
¥ est satisfaisable.

Conséquence :
1. Un ensembl& de formule est contradictoire si et seulemeritesxiste un sous-
ensemble fini d& qui est contradictoire.
2. Une formule es t conséquence sémantique d’un ens&hde formule si et seulement
si elle est conséquence d’'un sous-ensemble fiki de



