Logigue des propositionGiowor 1ere partie)

Les propositions
Ce sont des expressions construites a partir debles booléennes et d'opérateurs booléen (ou
connecteurs) unaires et binaires.

Syntaxe L'ensemble des proposition est défini comme ledgegengendré par une GNC
G=(N,T,S,P)
N={S,E,B}
T={7, A\, V, =>,(,)\,V2 ...} (vi est une infinité denombrables de variables)
P={
S->E) vlv..,
E->4S | SBS,
B->A| V|=>|<=>}
Définition
Une ensemble E est dénombrable si :
oou bien il est fini
oou il est infini en correspondance bijective avecist-a-dire si
Il existe f: N-> E, f bijective.

Proposition
L'ensemble [0 ; 1] des réels compris entre 0 éedtipas dénombrable.

Démonstration

On veut démontrer qu'il n'existe pas de bijectierNd-> [0 ; 1] tout entier. (raisonnement par
I'absurde).

Supposons qu'il existe une suiteag...a qui contienne tous les éléments de [0 ; 1]

Chaque éléments slécrit (de maniére unique) comme suite déecimalegas

exemple : a= (2)Y%-1=0,414.....
donc a3 = 4.

On peut écrire un tableau :

a1 0 i1 ar > ' T
=) 0 1 2 1> 2% T
ag 0 & a2 e

Ce tableau ne peut contenir tous les éléments gd&][@n va construire un élément de [0 ; 1] dont
on est sOr qu'il n'est pas dans le tableau.

Soit u =0, YuoUs..... tel que u# a1, U # &2, Us # 3.
Donc, u n'est pas dans le tableau et u appartignt &



Exemple

(1 A W)V ) =>(V1V (7 W)

Autres définitions

2.
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Soit P ={wv, v, ...} ensemble de variables propositionnellesng&mble F des propositions ou
formules propositionnelles est engendré par lermahi@ductif ( B, f, o, @, &, G4 ) avec

B=P

fl:F->{F)
gl:F,G->(F\G)
g2:F,G->(FV G)
g3:F,G->(F=>G)
g4:F,G->(F <=>G)

3.

L'ensemble F des propositions sur P est défini par U F; avec iy = P et
pourtouti>=0, k1 =F; U{(qF):F appartient F }

U{(FAG):F, G appartient F }
U{(FV G): F, G appartient F}
U{(F=>G):F, G appartient;§
U{ (F <=>G):F, G appartient;



Définition
Soit F appartient a F , sa profondeur est le pati entier n tel que F appartient a F

Exercice : Démontrer que tout formule propositidima autant de « ( » que de « ) »

Sémantique
On appelle valuation sur P, tout fonction
v:P->{0;1}(ou{F, V})

Proposition

Pour toute valuation sur P, il existe un prolongement unigyele v en une fonction définie sur
F qui ont les propriétés suivantes

1.pour tout p appartenant a 5(p) = v(p)

2.SiF= 4G) alors v(F)=1 ssiv(G)=0

3.Si F=GA H alors v(F)=1 ssivo(G)=1eto(H)=1

4.Si F=GVH alors o(F)=0 ssiv(G)=0etv(H)=0

5.Si F=(G =>H) alorsy(F)=0 ssiv(G)=1etv(H)=0

6.Si F=(G <=>H) alorst(F)=1 ssiv(G)=v(H)

Exemple

Fi(((u A w)Vw)=>v1V G W)
V(Vl): 1
V(V2)= 0
v(F) = ??7? (on doit trouver 1)

Tautologie , équivalence sémantique

Définition

oF estsatisfaiteparv si v(F)=1

oOn appellgautologie une formule qui est satisfaite par toute valuation
Exemple : (v=>v;) est une tautologie.

oF est G sont équivalente (sémantiquement ) si ok, v(F) =0(G)
Exemple (y =>w) et (Vi) V vo)

Remarque : (v=> (v, => vp)) est une tautologie.

Proposition
F et G sont équivalentes ssi (F <=> G ) est anttogie.

Proposition
L'équivalence sémantigue est une relation d'écerival sur F .



Définition : Conséquence logique (sémantique)

SoitX un ensemble de formule et F appartenanta F .

oF estune conséguence d& si toute valuation qui satisfait a la fois lesnéédts d& satisfait
aussi F. OnnoteX |= F
(DoncX |= F ssi pour tout ( pour tout G appartenanta, v(G) = 1 =>0(F)=1))).

oYX estsatisfaisable( ou non contradictoire ) s'il existe une valuatiui satisfait a la fois tous les
éléments d& .

N.B. : les tautologies sont des conséquencesmieheble vide.



